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ABSTRAK  
Matriks quaternion kompleks adalah matriks yang entri-entrinya adalah quaternion kompleks. Penelitian tentang sifat-
sifat dari matriks ini sudah banyak dilakukan. Namun demikian, meneliti sifat-sifat matriks quaternion kompleks secara 
langsung merupakan hal yang agak sulit. Oleh karena itu, salah satu ide meneliti sifat-sifat matriks ini adalah melalui 
representasi di ruang matriks kompleks. Pada  sisi lain untuk mendapat bentuk representasi di matriks kompleks dibutuhkan 
isomorfisma dari matriks quaternion kompleks. Lebih lanjut, beberapa peneliti sudah menemukan bentuk isomorfisma dari 
matriks quaternion kompleks ke matriks kompleks dan sifat-sifatnya. Namun demikian, beberapa sifat yang sudah ditemukan 
belum dilengkapi dengan pembuktian-pembuktian. Penelitian ini akan menggunakan konsep-konsep aljabar dasar untuk 
membuktikan sifat-sifat tersebut. Ada  dua isomorfisma yang dibahas dalam tulisan ini, yaitu isomorfisma  dari quaternion 
kompleks ke matriks kompleks dan isomorfisma dari matriks quaternion kompleks ke matriks kompleks. Isomorfisma dari 
quaternion kompleks ke matriks kompleks dapat digunakan untuk mengembangkan isomorfisma dari matriks quaternion 
kompleks ke matriks kompleks. 
Kata kunci : quaternion kompleks, matriks quaternion kompleks, matriks kompleks, dan isomorfisma.   
ABSTRACT 
Complex quaternion matrix is a matrix with its entries being complex quaternion. Research about properties on 
complex quaternion matrix has been widely done by many researcher. Studying the properties on complex quaternion matrix 
is still hard, therefore, the idea to understand its properties is by using complex matrix representation. On the other hand, to 
obtain the form of complex matrix representation, we need the isomorphism of complex quaternion matrix. Many researchers 
has found the isomorphic form of complex quaternion matrix over complex matrix and the properties. However, the properties 
have not completed with the proofs yet. This research uses the concept of basic algebra to prove them. There are two 
isomorpishm which will be used, such as, isomorpishm of complex quaternion over complex matrix and isomorpishm of 
complex quaternion matrix over complex matrix. Isomorpishm of complex quaternion over complex matrix can be used to 
expand the isomorpishm of complex quaternion matrix over complex matrix.  
Key words : complex quaternion, complex quaternion matrix, complex matrix, and isomorphism.  
I. PENDAHULUAN  
Salah satu cabang aljabar yang membuat penulis tertarik adalah aljabar quaternion kompleks (aljabar biquaternion) 
dikenal sebagai ruang vektor berdimensi empat atas (field) lapangan kompleks ℂ. Bilangan kompleks adalah pasangan terurut 
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dari dua bilangan. Dengan dua komponen yaitu satu bagian real dan satu bagian imajiner.  Di mana kombinasi linear dari dua 
bilangan kompleks dapat menghasilkan bilangan quaternion. Oleh karena itu dapat juga diartikan bahwa bilangan quaternion 
adalah perluasan dari bilangan kompleks. Bilangan quaternion  memiliki empat komponen, yaitu  satu bagian real dan tiga 
bagian imajiner. 
 Hal ini menyebabkan quaternion kompleks ℍℂ (Quaternion dengan koefisien bilangan kompleks) adalah isomorfik 
secara aljabar terhadap aljabar matriks  ℂ2𝑥2.Matriks quaternion kompleks adalah matriks yang entri-entrinya adalah quaternion 
kompleks. Penelitian tentang sifat-sifat dari matriks ini sudah banyak dilakukan. Namun demikian, meneliti sifat-sifat matriks 
quaternion kompleks secara langsung merupakan hal yang agak sulit. 
 Oleh karena itu, salah satu ide meneliti sifat-sifat matriks ini adalah melalui representasi di ruang matriks kompleks. 
Pada  sisi lain untuk mendapat bentuk representasi di matriks kompleks dibutuhkan isomorfisma dari matriks quaternion 
kompleks.Lebih lanjut, beberapa peneliti sudah menemukan bentuk isomorfisma dari matriks quaternion kompleks ke matriks 
kompleks dan sifat-sifatnya. Namun demikian, beberapa sifat yang sudah ditemukan belum dilengkapi dengan pembuktian-
pembuktian.  
II. Homomorfisma dan Isomorfisma  
 
Definisi 2.1 (Homomorfisma)  
Misalkan 𝑅 dan 𝑆 adalah dua ring. Pemetaan 𝜑: 𝑅 → 𝑆 disebut homomorfisma ring jika memenuhi kedua syarat berikut :  
1) 𝜑(𝑎 + 𝑏) = 𝜑(𝑎) + 𝜑(𝑏) 
2) 𝜑(𝑎𝑏) = 𝜑(𝑎)𝜑(𝑏) 
Untuk setiap 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅.   
Definisi 2.2 (Isomorfisma) 
Misalkan 𝑅 dan 𝑆 adalah dua buah ring. Pemetaan 𝜑: 𝑅 → 𝑆 disebut Isomorfisma ring jika syarat berikut: 
1) Homomorfisma ring 
2) Bijektif 
Teorema 2.1 
Misalkan 𝑅, 𝑅′ gelanggang 
Untuk setiap homomorfisma ring 𝜑: 𝑅 → 𝑅′ berlaku  
1) 𝜑(0𝑹) = 0𝑹′ 
2) Untuk setiap 𝑎 ∈ 𝑅 berlaku 𝜑(−𝑎) = −𝜑(𝑎) 
Bukti :  
1) Suatu homomorfisma 𝜑: 𝑅 → 𝑅′ sedemikian sehingga untuk setiap 𝑟 ∈ 𝑅 berlaku 𝜑(𝑟) = 0𝑅′, adalah sebuah 
homomorfisma yang disebut homomorfisma trivial dan biasanya diberi lambang 𝜑 = 0 
2) Diketahui 𝜑(0) = 0 
Sehingga 
𝜑(𝑎 + (−𝑎)) = 𝜑(0𝑅) = 0𝑅′ 
karena 𝜑 homomorfisma  
𝜑(𝑎 + (−𝑎)) = 𝜑(𝑎) + 𝜑(−𝑎) 
Dan  
𝜑(𝑎) + 𝜑(−𝑎) = 0𝑅′ 
Atau  
𝜑(−𝑎) = −𝜑(𝑎) 
Teorema 2.2  
Misalkan 𝜑: 𝑅 → 𝑅′ adalah homomorfisma ring dan 𝜑 ≠ 0 (bukan homomorfisma trivial). Jika 𝑅 memiliki unsur satuan 1𝑅, 
maka 𝜑(1𝑅) ≠ 0𝑅 dan jika 𝜑(1𝑅) = 𝑦 ≠ 1𝑅, maka 𝑦 adalah pembagi nol. Sebagai akibatnya, jika 𝑅′ tak memiliki pembagi 
nol, maka 𝜑(1𝑅) = 1𝑅 
Bukti :  
Untuk membuktikan 𝜑(1𝑅) ≠ 0𝑅 
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Andaikan 𝜑(1𝑅) = 0𝑅 
Ini berarti untuk setiap 𝑥 ∈ 𝑅 berlaku 
𝜑(𝑥) = 𝜑(𝑥1𝑅) = 𝜑(𝑥)𝜑(1𝑅) = 𝜑(𝑥)0 = 0, kontradiksi. Lebih lanjut, jika 𝜑(1𝑅) = 𝑦 ≠ 1𝑅, maka 𝜑(1𝑅) = 𝜑(1𝑅1𝑅) =
𝜑(1𝑅)𝜑(1𝑅) = 𝑦
2 atau 𝑦(𝑦 − 1) = 0. 
Teorema terbukti.  
III.  Quaternion 
 
Definisi 3.1 (Quaternion) 
Quaternion merupakan bilangan yang representasi geometrinya berada di R4 dengan bentuk : 
ℍ = {𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑒1 + 𝑞2𝑒2 + 𝑞3𝑒3 | 𝑞0, 𝑞1, 𝑞2, 𝑞3  ∈ ℝ }  
Di mana 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 adalah bagian imajiner. Pada umumnya yang sering digunakan adalah 𝑖, 𝑗, 𝑘 untuk menandakan 
bagian imajiner pada quaternion. Namun demikian pada tulisan ini tidak digunakan  𝑖, 𝑗, 𝑘 untuk menandai bagian imajiner 
pada quaternion. Tetapi digunakan 𝑒1, 𝑒2, 𝑒3 karena i sudah digunakan untuk menandakan bagian imajiner pada bilangan 
kompleks. Pada quaternion 𝑞 = 𝑞0 + 𝑞1𝑒1 + 𝑞2𝑒2 + 𝑞3𝑒3, nilai 𝑞0 disebut bagian skalar quaternion 𝑞 sedangkan nilai 𝑞1𝑒1 +
𝑞2𝑒2 + 𝑞3𝑒3 disebut bagian imajiner quaternion 𝑞.  
IV. Matriks Quaternion Kompleks 
 
Definisi 4.1 (Quaternion Kompleks) 
Quaternion kompleks merupakan bilangan yang representasi geometrinya berada di ℂ4 dengan bentuk : 
ℍℂ = {𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3|𝑎0, 𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 ∈ ℂ} 
Berikut disebutkan terminology pada quaternion kompleks. Untuk 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 ∈ ℍℂ, dual quaternion 
(quaternion dual) dari 𝑎 adalah  
?̅? = 𝑎0 − 𝑎1𝑒1 − 𝑎2𝑒2 − 𝑎3𝑒3 
Konjugat kompleks dari 𝑎 adalah  
𝑎∗ = 𝑎0̅̅ ̅ + 𝑎1̅̅ ̅𝑒1 + 𝑎2̅̅ ̅𝑒2 + 𝑎3̅̅ ̅𝑒3 
Konjugat hermitian dari 𝑎 adalah 
𝑎† = (?̅?)∗ = 𝑎0̅̅ ̅ − 𝑎1̅̅ ̅𝑒1 − 𝑎2̅̅ ̅𝑒2 − 𝑎3̅̅ ̅𝑒3 
Norm lemah dari 𝑎 adalah  
𝑛(𝑎) = 𝑎0
2 + 𝑎1
2 + 𝑎2
2 + 𝑎3
2 
Sebuah quaternion 𝑎 ∈ ℍ disebut real jika 𝑎∗ = 𝑎, imajiner murni jika 𝑎∗ = −𝑎, skalar jika ?̅? = 𝑎, dan Hermitian 
jika 𝑎† = 𝑎. Untuk sebarang 𝐴 = (𝑎𝑠𝑡) ∈  ℍℂ
𝑚 𝑥 𝑛,  dual dari 𝐴 adalah ?̅? = (𝑎𝑡𝑠̅̅ ̅̅ ) ∈ ℍℂ
𝑛 𝑥 𝑚. Konjugat hermitian dari 𝐴 adalah 
𝐴† = (𝑎𝑡𝑠
† ) ∈  ℍℂ
𝑚 𝑥 𝑛. Sebuah matriks persegi 𝐴 disebut self-dual jika ?̅? = 𝐴, Hermitian jika 𝐴† = 𝐴, unity jika 𝐴𝐴† =
𝐴†𝐴 = 𝐼, untuk 𝐼 adalah matriks identitas, invertible jika terdapat matriks 𝐵 atas 𝑄 sedemikian sehingga 𝐴𝐵 = 𝐵𝐴 = 𝐼.  
V. ISOMORFISMA QUATERNION KOMPLEKS KE MATRIKS KOMPLEKS 
Berikut ini akan diuraikan bentuk isomorfisma dari 𝜓: ℍℂ → ℂ
2×2. Bentuk isomorfisma ini dipaparkan oleh Yongge Tian tahun 
2000. 
Teorema 5.1  
Pemetaan  𝜓: ℍℂ → ℂ
2×2 dengan aturan pengawanan  
𝜓(𝑎) = [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖
] 
Untuk setiap 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3  ∈ ℍℂ adalah isomorfisma 
Bukti : 
Diberikan a, 𝑏 ∈ ℍℂ misalkan 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 dan 𝑏 = 𝑏0 + 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3 
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Dari definisi 𝜓 diperoleh 𝜓(𝑎) = [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖
] , 𝜓(𝑏) = [
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖
]  
(a) Akan ditunjukkan 𝜓(𝑎 + 𝑏) = 𝜓(𝑎) + 𝜓(𝑏) 
𝜓(𝑎 + 𝑏) = [
(𝑎0 + 𝑏0) + (𝑎1𝑖 + 𝑏1𝑖) −((𝑎2 + 𝑏2) + 𝑎3𝑖)
(𝑎2 + 𝑏2) − (𝑎3𝑖 + 𝑏3𝑖) (𝑎0 + 𝑏0) − (𝑎1𝑖 + 𝑏1𝑖)
] 
= [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖
] + [
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖
]  
=  𝜓(𝑎) + 𝜓(𝑏)    
Jadi terbukti bahwa 𝜓(𝑎 + 𝑏) = 𝜓(𝑎) + 𝜓(𝑏) 
(b) Akan ditunjukkan 𝜓(𝑎𝑏) = 𝜓(𝑎)𝜓(𝑏). 
Ruas kiri  
𝜓(𝑎𝑏) = 𝜓((𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3)( 𝑏0 + 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3))  
= 𝜓((𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑒1 + (𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1)𝑒2 +
(𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑒3)  
= [
(𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖 (𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖
(𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖 (𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) − (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖
] 
Ruas Kanan 
𝜓(𝑎)𝜓(𝑏) = [
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖
] [
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖
]  
= [
(𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) + (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖 (𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖
(𝑎0𝑏2 − 𝑎1𝑏3 + 𝑎2𝑏0 + 𝑎3𝑏1) − (𝑎0𝑏3 + 𝑎1𝑏2 − 𝑎2𝑏1 + 𝑎3𝑏0)𝑖 (𝑎0𝑏0 − 𝑎1𝑏1 − 𝑎2𝑏2 − 𝑎3𝑏3) − (𝑎0𝑏1 + 𝑎1𝑏0 + 𝑎2𝑏3 − 𝑎3𝑏2)𝑖
] 
Jadi terbukti bahwa 𝜓(𝑎𝑏) = 𝜓(𝑎)𝜓(𝑏) 
(c) Selanjutnya akan ditunjukkan 𝜓 pemetaan satu-satu, yaitu jika  𝜓(𝑎) = 𝜓(𝑏) maka 𝑎 = 𝑏 . 
Misalkan 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3, 𝑏 = 𝑏0 + 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3 
Adt 𝑎 = 𝑏 
Diketahui 𝜓(𝑎) = 𝜓(𝑏) 
[
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖
] = [
𝑏0 + 𝑏1𝑖 −(𝑏2 + 𝑏3𝑖)
𝑏2 − 𝑏3𝑖 𝑏0 − 𝑏1𝑖
] 
Artinya diperoleh empat  persamaan yaitu : 
(1) 𝑎0 + 𝑎1𝑖 = 𝑏0 + 𝑏1𝑖 
(2) – (𝑎2 + 𝑎3𝑖) =  −(𝑏2 + 𝑏3𝑖) 
(3) 𝑎2 − 𝑎3𝑖 = 𝑏2 − 𝑏3𝑖 
(4) 𝑎0 − 𝑎1𝑖 = 𝑏0 − 𝑏1𝑖 
Dengan melakukan eliminasi menggunakan operator tambah atau kurang pada keempat persamaan tersebut, diperoleh 
𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 = 𝑏0 + 𝑏1𝑒1 + 𝑏2𝑒2 + 𝑏3𝑒3 = 𝑏    
Jadi terbukti bahwa 𝜓 pemetaan satu-satu 
(d) Selanjutnya akan ditunjukkan 𝜓 pemetaan pada, yaitu untuk setiap 𝑏 ∈ ℂ2×2,  terdapat 𝑎 ∈ ℍ sedemikian 
sehingga 𝜓(𝑎) = 𝑏. 
Ambil  𝑏 ∈ ℂ2×2 , misalkan 𝑏 = [
𝑤0 + 𝑤1𝑖 −(𝑥𝑜 + 𝑥1𝑖)
𝑦0 − 𝑦1𝑖 𝑧0 − 𝑧1𝑖
] 
Karena 𝜓(𝑎) = 𝑏 maka,  
[
𝑎0 + 𝑎1𝑖 −(𝑎2 + 𝑎3𝑖)
𝑎2 − 𝑎3𝑖 𝑎0 − 𝑎1𝑖
] = [
𝑤0 + 𝑤1𝑖 −(𝑥𝑜 + 𝑥1𝑖)
𝑦0 − 𝑦1𝑖 𝑧0 − 𝑧1𝑖
] 
Artinya diperoleh empat  persamaan berdasarkan persamaan di atas. Dengan melakukan eliminasi pada keempat 
persamaan tersebut menggunakan operator tambah dan kurang sehingga diperoleh   
Maka :  
𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3  
=
(𝑤0+𝑤1𝑖 )+(𝑧0−𝑧1𝑖)
2
+
(𝑤0+𝑤1𝑖 )+(𝑧0−𝑧1𝑖)
2𝑖
𝑒1 +
(𝑥0+𝑥1𝑖)+(𝑦0−𝑦1𝑖)
2
𝑒2 +
(𝑥0+𝑥1𝑖)−(𝑦0−𝑦1𝑖)
2𝑖
𝑒3    
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Jadi terbukti bahwa 𝜓 pemetaan pada  
Berdasarkan pembuktian tersebut sehingga dapat disimpulkan bahwa 𝜓 merupakan isomorfisma atau dengan kata lain 
ℍℂ ≅ ℂ
2×2. 
 
Berikut akan diuraikan sifat-sifat isomorfisma 𝜓: ℍℂ → ℂ
2×2 
Teorema 5.2 
Misalkan diberikan 𝑎 = 𝑎0 + 𝑎1𝑒1 + 𝑎2𝑒2 + 𝑎3𝑒3 , 𝑏 ∈ ℍℂ, 𝜆 ∈  ℂ 
(a) 𝑎 = 𝑏 ⇔ 𝜓(𝑎) = 𝜓(𝑏) 
(b) 𝜓(𝑎 + 𝑏) = 𝜓(𝑎) + 𝜓(𝑏) 
𝜓(𝑎𝑏) = 𝜓(𝑎)𝜓(𝑏)  
 𝜓(𝜆𝑎) = 𝜓(𝑎𝜆) = 𝜆𝜓(𝑎)  
 𝜓(1) = 𝐼  
(c) 𝜓(?̅?) = [
0 1
−1 0
] 𝜓𝑇(𝑎) [
0 −1
1 0
] 
(d) 𝜓(𝑎∗) = [
0 1
−1 0
] 𝜓(𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ [
0 −1
1 0
] 
(e) 𝜓(𝑎†) = 𝜓(𝑎)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅𝑇 = 𝜓∗(𝑎), transpose konjugat dari 𝜓(𝑎) 
(f) 𝑑𝑒𝑡 𝜓(𝑎) = 𝑛(𝑎) =  𝑎0
2 + 𝑎1
2 + 𝑎2
2 + 𝑎3
32  
(g) 𝑎 =
1
4
𝐸2𝜓(𝑎)𝐸2
†, di mana 𝐸2 = [1 − 𝑖ℯ1 , ℯ2 + 𝑖ℯ3] 
(h) 𝑎 mempunyai invers jika dan hanya jika 𝜓(𝑎)mempunyai invers, dalam hal ini 𝜓(𝑎−1) = 𝜓−1(𝑎) dan 𝑎−1 =
1
4
𝐸2𝜓
−1(𝑎)𝐸2
†
 
Namun pembuktian untuk teorema 5.2 tidak diuraikan disini.  
VI. Isomorfisma matriks quaternion kompleks ke matriks kompleks 
Berikut ini akan diuraikan dua bentuk isomorfisma dari ℍℂ
𝑚×𝑛 ke ℂ2𝑚×2𝑛. Bentuk isomorfisma ini dipaparkan oleh 
Yongge Tian tahun 2000. Teorema-teorema berikut akan memaparkan isomorfisma tersebut.  
 
Teorema 6.1 
Pemetaan 𝛹: ℍℂ
𝑚×𝑛 → ℂ2𝑚×2𝑛 dengan aturan pengawanan  
𝛹(𝐴) = [
𝐴0 + 𝐴1𝑖 −(𝐴2 + 𝐴3𝑖)
𝐴2 − 𝐴3𝑖 𝐴0 − 𝐴1𝑖
] 
Untuk setiap 𝐴 = 𝐴0 + 𝐴1𝑒1 + 𝐴2𝑒2 + 𝐴3𝑒3 ∈ ℍℂ
𝑚×𝑛 
Pembuktian bahwa Ψ adalah isomorfisma tidak disajikan lagi pada bagian ini. Karena pembutiannya sama pada 
teorema 5.1.  
 
Teorema 6.2 
Misalkan diberikan A, B ∈ ℍℂ
m×n, C ∈ ℍℂℍ
n×pdan λ ∈ ℂ , maka diperoleh   
(a) A = B ⟺ Ψ(A) = Ψ(B) 
(b) Ψ(A + B) = Ψ(A) + Ψ(B),    Ψ(AC) = Ψ(A)Ψ(C),    Ψ(λA) = Ψ(Aλ) = λΨ(A) 
(c) Ψ(A∗) = [
0 In
−In 0
] ΨT(A) [
0 −Im
Im 0
] 
(d) Ψ1(A
†) = Ψ∗(A), transpose konjugat dari Ψ(A) 
(e) A =
1
4
E2mΨ(A)E
†
2n, di mana E2t = [(1 − ie1)It (e2 + ie3)It] , t = m, n 
(f) A mempunyai invers jika dan hanya jika Ψ(A)mempunyai invers, dengan kata lain Ψ(A−1) = Ψ−1(A) dan A−1 =
1
4
 E2mΨ
−1(A)E†2m 
(g) Ψ(A)E2nE
†
2n = E2mE
†
2mΨ(A) 
(h) A adalah hermitian jika dan hanya jika Ψ(A)adalah hermitian  
(i) A adalah unity jika dan hanya jika Ψ(A)adalah unity  
Pembuktian untuk teorema 6.2 tidak diuraikan disini.  
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Teorema 6.3  
Pemetaan ψ: ℍℂ
m×n → ℂ2m×2n dengan aturan pengawanan  
ψ(𝐴) = ψ [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] = [
𝜓(𝑎11)
⋮
𝜓(𝑎𝑚1)
…
⋱
…
𝜓(𝑎1𝑛)
⋮
𝜓(𝑎𝑚𝑛)
] 
Untuk setiap 𝐴 = [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] ∈ ℍℂ
𝑚𝑥𝑛  adalah isomorfisma 
Di mana isomorfisma dari quaternion kompleks ke matriks kompleks 𝜓(𝑎) dapat digunakan untuk mengembangkan 
isomorfisma dari matriks quaternion kompleks ke matriks kompleks ψ(𝐴). 
Bukti  
(a) Akan ditunjukkan ψ(𝐴 + 𝐵) = ψ(𝐴) + ψ(𝐵) 
Misalkan diberikan 𝐴, 𝐵 ∈ ℍℂ
𝑚𝑥𝑛  
ψ(𝐴 + 𝐵) = [
𝜓(𝑎11 + 𝑏11)
⋮
𝜓(𝑎𝑚1 + 𝑏𝑚1)
…
⋱
…
𝜓(𝑎1𝑛 + 𝑏1𝑛)
⋮
𝜓(𝑎𝑚𝑛 + 𝑏𝑚𝑛)
]  
= ψ [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] + ψ [
𝑏11
⋮
𝑏𝑚1
…
⋱
…
𝑏1𝑛
⋮
𝑏𝑚𝑛
]  
=  ψ(𝐴) + ψ(𝐵)  
Jadi terbukti bahwa ψ(𝐴 + 𝐵) =  ψ(𝐴) + ψ(𝐵) 
(b) Akan ditunjukkan ψ(𝐴𝐶) = ψ(𝐴)ψ(𝐶) 
Diberikan 𝐴 ∈ ℍℂ
𝑚×𝑛 , 𝐶 ∈ ℍℂ
𝑛×𝑝  
misalkan 𝐴 = [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] dan 𝐶 = [
𝑐11
⋮
𝑐𝑛1
…
⋱
…
𝑐1𝑝
⋮
𝑐𝑛𝑝
] 
Ruas kiri  
𝜓(𝐴𝐶) = ψ ([
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] [
𝑐11
⋮
𝑐𝑛1
…
⋱
…
𝑐1𝑝
⋮
𝑐𝑛𝑝
])  
= [
𝜓(𝑎11)𝜓(𝑐11) + ⋯ + 𝜓(𝑎1𝑛)𝜓(𝑐𝑛1) … 𝜓(𝑎11)𝜓(𝑐1𝑝) + ⋯ + 𝜓(𝑎1𝑛)𝜓(𝑐𝑛𝑝)
⋮ ⋱ ⋮
𝜓(𝑎𝑚1)𝜓(𝑐11) + ⋯ + 𝜓(𝑎𝑚𝑛)𝜓(𝑐𝑛1) … 𝜓(𝑎𝑚1)𝜓(𝑐1𝑝) + ⋯ + 𝜓(𝑎𝑚𝑛)𝜓(𝑐𝑛𝑝)
] 
Ruas kanan 
ψ(𝐴)ψ(𝐶) =  (ψ [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
]) (ψ [
𝑐11
⋮
𝑐𝑛1
…
⋱
…
𝑐1𝑝
⋮
𝑐𝑛𝑝
])  
= [
𝜓(𝑎11)𝜓(𝑐11) + ⋯ + 𝜓(𝑎1𝑛)𝜓(𝑐𝑛1) … 𝜓(𝑎11)𝜓(𝑐1𝑝) + ⋯ + 𝜓(𝑎1𝑛)𝜓(𝑐𝑛𝑝)
⋮ ⋱ ⋮
𝜓(𝑎𝑚1)𝜓(𝑐11) + ⋯ + 𝜓(𝑎𝑚𝑛)𝜓(𝑐𝑛1) … 𝜓(𝑎𝑚1)𝜓(𝑐1𝑝) + ⋯ + 𝜓(𝑎𝑚𝑛)𝜓(𝑐𝑛𝑝)
] 
Jadi terbukti bahwa ψ(𝐴𝐶) = ψ(𝐴)ψ(𝐶) 
(c) Selanjutnya akan ditunjukkan ψ pemetaan satu-satu, dengan syarat jika ψ(𝐴) = ψ(𝐵) maka 𝐴 = 𝐵  
Diketahui ψ(𝐴) = ψ(B) maka 
ψ [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] = ψ [
𝑏11
⋮
𝑏𝑚1
…
⋱
…
𝑏1𝑛
⋮
𝑏𝑚𝑛
] 
[
𝜓(𝑎11)
⋮
𝜓(𝑎𝑚1)
…
⋱
…
𝜓(𝑎1𝑛)
⋮
𝜓(𝑎𝑚𝑛)
] = [
𝜓(𝑏11)
⋮
𝜓(𝑏𝑚1)
…
⋱
…
𝜓(𝑏1𝑛)
⋮
𝜓(𝑏𝑚𝑛)
] 
Berdasarkan sifa t teorema 3.1(a) persamaan di atas dapat dituliskan seperti berikut 
𝜓(𝑎11) = 𝜓(𝑏11)  ⟶ 𝑎11 = 𝑏11  
⋮  
𝜓(𝑎𝑚1) = 𝜓(𝑏𝑚1)  ⟶ 𝑎𝑚1 = 𝑏𝑚1  
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⋮  
𝜓(𝑎1𝑛) = 𝜓(𝑏1𝑛)  ⟶ 𝑎1𝑛 = 𝑏1𝑛  
 ⋮ 
𝜓(𝑎𝑚𝑛) = 𝜓(𝑏𝑚𝑛)  ⟶ 𝑎𝑚𝑛 = 𝑏𝑚𝑛  
Sehingga diperoleh 
𝐴 = [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] = [
𝑏11
⋮
𝑏𝑚1
…
⋱
…
𝑏1𝑛
⋮
𝑏𝑚𝑛
] = 𝐵  
Jadi terbukti bahwa ψ pemetaan satu-satu. 
(d) Selanjutnya akan ditunjukkan pemetaan pada, dengan syarat untuk setiap 𝐵 ∈ ℂ2𝑚×2𝑛,  terdapat 𝐴 ∈
ℍℂ
𝑚×𝑛 sedemikian sehingga ψ(𝐴) = 𝐵 
Bukti :  
Ambil 𝐵 ∈ ℂ2𝑚×2𝑛 misalkan 𝐵 = [
𝑏11
⋮
𝑏𝑚1
…
⋱
…
𝑏1𝑛
⋮
𝑏𝑚𝑛
] 
Karena ψ(𝐴) = 𝐵 maka,  
ψ [
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] = [
𝑏11
⋮
𝑏𝑚1
…
⋱
…
𝑏1𝑛
⋮
𝑏𝑚𝑛
] 
ψ−1 [
𝜓(𝑎11)
⋮
𝜓(𝑎𝑚1)
…
⋱
…
𝜓(𝑎1𝑛)
⋮
𝜓(𝑎𝑚𝑛)
] = ψ−1 [
𝑏11
⋮
𝑏𝑚1
…
⋱
…
𝑏1𝑛
⋮
𝑏𝑚𝑛
]          
[
𝑎11
⋮
𝑎𝑚1
…
⋱
…
𝑎1𝑛
⋮
𝑎𝑚𝑛
] = [
𝜓−1(𝑏11)
⋮
𝜓−1(𝑏𝑚1)
…
⋱
…
𝜓−1(𝑏1𝑛)
⋮
𝜓−1(𝑏𝑚𝑛)
] 
Jadi terbukti bahwa ψ pemetaan pada. 
Berdasarkan pembuktian tersebut sehingga dapat disimpulkan bahwa ψ merupakan isomorfisma atau dengan kata lain 
ℍℂ
𝑚×𝑛 ≅ ℂ2𝑚×2𝑛  
Berikut akan diuraikan sifat-sifat isomorfisma ψ: ℍℂ
𝑚×𝑛 → ℂ2𝑚×2𝑛 
 
Teorema 6.4 
Misalkan diberikan  A, B ∈ ℍℂ
mxn , C ∈ ℍℂ
nxp , λ ∈ ℂ 
(a) A = B ⟺ ψ(A) = ψ(B) 
(b) ψ(A + B) = ψ(A) + ψ(B),   ψ(AC) = ψ(A)ψ(C),   ψ(λA) = ψ(Aλ) = λψ(A) 
(c) ψ(Im) = I2m 
(d) ψ(A†) = ψ∗(A), transpose konjugat dari ψ(A) 
(e) A mempuyai invers jika dan hanya jika ψ(A)mempunyai invers yang mengakibatkan ψ(A−1) = ψ−1(A) 
(f) A hermitian jika dan hanya jika ψ(A)adalah hermitian 
(g) A unity jika dan hanya jika ψ(A)adalah unity 
Pembuktian untuk teorema 6.4 tidak diuraikan disini.  
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